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این که می دهیم ارائه را شرایطی سپس و می کنیم معرفی را سیستم ها از ریس کوتاه دقیق دنباله ابتدا مقاله این در چکیده.
تجزیه با سیستم ها در دقیق دنباله های بودن چپ و راست تجزیه که می دهیم نشان همچنین باشند. چپ و راست تجزیه دنباله ها

است. متفاوت مدول ها در دقیق دنباله های
هستند. صفر دارای نیز چپ و راست S−سیستم های تمامی و است صفردار مونوئید یک S مقاله این در

راست. تجزیه ریس، کوتاه دقیق دنباله S−سیستم، کلیدی: واژه های
.20M30, 20M50 :[۲۰۱۰] موضوعی طبقه بندی

مقدمه .۱
کنید فرض باشند. راست S−سیستم های بین همریختی دو g : MS −→ NS و f : LS −→ MS کنید فرض

ker f =
{
(l۱, l۲) ∈ L× L|f(l۱) = f(l۲)

}
و

KImf = (f(L)× f(L)) ∪ ۱M .

دنباله هستند. M و L روی همنهشتی هایی ترتیب به KImf و kerf صورت این در

· · · −→ LS
f−→ MS

g−→ NS −→ · · ·

.kerg = KImf هرگاه می شود نامیده دقیق ،MS در

دنباله اگر .۱ .۱ تعریف

۰ −→ LS
f−→ MS

g−→ NS −→ ۰ (۱)

می شود. نامیده ریس کوتاه دقیق دنباله یک آنگاه باشد دقیق NS و MS ،LS در
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کلی ویژگی های .۲

است. بروریختی g و تکریختی f آنگاه باشد ریس کوتاه دقیق دنباله یک ،(۱) دنباله اگر که می دهیم نشان قسمت این در
بگیرید: نظر در زیر صورت به را (۱) دنباله .gf = ۰ همچنین

۰ α−→ LS
f−→ MS

g−→ NS
β−→ ۰

(l۱, l۲) ∈
(
α(۰)×α(۰)

)
∪۱L پس .(l۱, l۲) ∈ kerf = KImα صورت این در .f(l۱) = f(l۲) کنید فرض ابتدا

لذا ،kerβ = NS ×NS چون طرفی از است. تکریختی f بنابراین .l۱ = l۲ می شود نتیجه که
(g(M)× g(M)) ∪ ۱N = KImg = NS ×NS .

صورت این در .n 6= n′ ∈ NS کنید فرض پوشاست. g وضوح به |NS | = ۱ اگر

(n, n′) ∈ g(M)× g(M)

صورت این در .l ∈ LS کنید فرض حال پوشاست. g می دهد نتیجه )که
f(l), f(۰)

)
∈ f(L)× f(L′) ⊆ ker g.

.gf = ۰ پس .g(f(l)) = g(f(۰)) = g(۰) = ۰ بنابراین

S−همریختی هرگاه می شود نامیده (راست) چپ تجزیه (۱) ریس کوتاه دقیق دنباله
f ′ : MS −→ LS (g′ : NS −→ MS)

است. (NS) LS روی همانی نگاشت (۱NS
) ۱LS

که ،(gg′ = ۱NS
) ff ′ = ۱LS

که طوری به باشد موجود

دنباله صورت این در باشد. M راست S−سیستم از زیرسیستم یک L کنید فرض .۱ .۲ مثال

۰ α−→ L
i
↪→ M

π−→ M/L
β−→ ۰

زیرا: است کانونی بروریختی π و شمول نگاشت i آن در که است ریس کوتاه دقیق دنباله یک

KImα =
(
α(۰)× α(۰)

)
∪ ۱L = (۰, ۰) ∪ ۱L = ۱L,

ker i =
{
(l۱, l۲) ∈ L× L|i(l۱) = i(l۲)

}
=

{
(l۱, l۲) ∈ L× L|l۱ = l۲

}
= ۱L,

.KImα = ker i لذا

KImi =
(
i(L)× i(L)

)
∪ ۱M = (L× L) ∪ ۱M ,

kerπ =
{
(m,m′) ∈ M ×M |π(m) = π(m′)

}
=

{
(m,m′) ∈ M ×M |[m] = [m′]

}
=

{
(m,m′) ∈ M ×M |m,m′ ∈ L ∨m = m′

}
,

.KImi = kerπ بنابراین

KImπ =
(
π(M)× π(M)

)
∪ ۱M/L

= (M/L×M/L) ∪ ۱M/L = M/L×M/L = kerβ.

هرگاه می شود نامیده مستقیم جمعوند یک M از M۱ زیرسیستم باشد. راست S−سیستم یک ،M کنید فرض .۲ .۲ تعریف
و M۱ زیرسیستم های هم حاصل ضرب M۱ ⊕M۲ که M = M۱ ⊕M۲ که طوری به باشد موجود M از M۲ زیرسیستم

است. M۲

۲



ریس دنباله

عبارت این اما باشد. راست تجزیه اگر تنها و اگر است چپ تجزیه مدول ها از کوتاه دقیق دنباله یک می دانیم که همان گونه
را نتیجه ای چنین می توان که می رسد نظر به اول نگاه در زیرا است معنادار اظهارات این نیست. برقرار S−سیستم ها رسته در
می دهیم. ارائه وضعیت این دادن نشان برای را زیر مثال اینک می دهد. رخ اشتباهاتی لذا و داد تعمیم S−سیستم ها رسته به

و حاصل ضرب ترتیب به M۱ ⊕ M۲ و M۱ × M۲ و باشد راست S−سیستم دو M۲ و M۱ کنید فرض .۳ .۲ مثال
دهید: قرار ،i = ۱, ۲ برای باشد. M۲ و M۱ هم حاصل ضرب

ρi : M۱ ⊕M۲ −→ Mi, (j, x) 7−→


x if j = i

;

۰ otherwise

pi : M۱ ×M۲ −→ Mi, (m۱,m۲) 7−→ mi;

λ۱ : M۱ −→ M۱ ×M۲, m۱ 7−→ (m۱, ۰);
λ۲ : M۲ −→ M۱ ×M۲, m۲ 7−→ (۰,m۲).

هستند. S−همریختی فوق، نگاشت های که می دهیم نشان ابتدا

ρi((j, xs)) =


xs if j = i

.

۰ otherwise

آنگاه j = i اگر
ρi
(
(j, x)

)
s = xs = ρi

(
(j, xs)

)
= ρi

(
(j, x)s

)
.

صورت این غیر در
ρi
(
(j, x)

)
s = ۰s = ۰ = ρi

(
(j, xs)

)
= ρi

(
(j, x)s

)
.

همچنین است. S−همریختی ،ρi بنابراین
pi
(
(m۱,m۲)s

)
= pi

(
(m۱s,m۲s)

)
= mis = pi

(
(m۱,m۲)

)
s.

طرفی از است. S−همریختی ،pi بنابراین

λ۱(m۱s) = (m۱s, ۰) = (m۱s, ۰s) = (m۱, ۰)s = λ۱(m۱)s.

λ۲(m۲s) = (۰,m۲s) = (۰s,m۲s) = (۰,m۲)s = λ۲(m۲)s.

دنباله می دهیم نشان اکنون هستند. S−همریختی نیز λ۲ و λ۱ بنابراین

۰ α−→ M۱
i
↪→ M۱ ⊕M۲

ρ۲−→ M۲
β−→ ۰ (۱)

می باشد. چپ و راست تجزیه که است ریس کوتاه دقیق دنباله یک

KImα =
(
α(۰)× α(۰)

)
∪ ۱M۱ = (۰, ۰) ∪ ۱M۱ = ۱M۱ .

ker i =
{
(m,m′) ∈ M۱ ×M۱|i(m) = i(m′)

}
=

{
(m,m′) ∈ M۱ ×M۱|(۱,m) = (۱,m′)

}
=

{
(m,m′) ∈ M۱ ×M۱|m = m′

}
= ۱M۱ .

.KImα = ker i پس

KImi =
(
i(M۱)× i(M۱)

)
∪ ۱M۱⊕M۲

=
(
(۱ ×M۱ \ {θ۱})× (۱ ×M۱ \ {θ۱})

)
∪
(
(۱ ×M۱ \ {θ۱})× {θ}

)
∪

(
{θ} × (۱ ×M۱ \ {θ۱})

)
∪ (θ, θ) ∪

(
(۱, θ۱), (۱, θ۱)

)
۳
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∪
{(

(۲, x), (۲, x)
)
|x ∈ M۲

}
= ker ρ۲.

KImρ۲ =
(
ρ۲(M۱ ⊕M۲)× ρ۲(M۱ ⊕M۲)

)
∪ ۱M۲

= (M۲ ×M۲) ∪ ۱M۲ = (M۲ ×M۲) = kerβ.

همچنین: است. ریس کوتاه دقیق دنباله یک ،(۱) دنباله بنابراین

ρ۱i(m۱) = ρ۱
(
(۱,m۱)

)
= m۱ =⇒ ρ۱i = ۱M۱ .

S−همریختی گرفتن نظر در با
ι : M۲ −→ M۱ ⊕M۲

m۲ 7−→ (۲,m۲)

داریم:
ρ۲ι(m۲) = ρ۲

(
(۲,m۲)

)
= m۲ =⇒ ρ۲ι = ۱M۲ .

دنباله حال است. راست و چپ تجزیه ،(۱) دنباله رو این از

۰−→M۱
λ۱−→ M۱ ×M۲

p۲−→ M۲−→۰ (۲)
بگیرید. نظر در را

KImλ۱ =
(
λ۱(M۱)× λ۱(M۱)

)
∪ ۱M۱×M۲ =

(
(M۱ × {۰})× (M۱ × {۰})

)
∪

{(
(m۱,m۲), (m۱,m۲)

)
|m۱ ∈ M۱,m۲ ∈ M۲

}
.

ker p۲ =
{(

(m۱,m۲), (m
′
۱,m

′
۲)
)
∈ (M۱ ×M۲)× (M۱ ×M۲)|

p۲(m۱,m۲) = p۲(m
′
۱,m

′
۲)
}

=
{(

(m۱,m۲), (m
′
۱,m

′
۲)
)
∈ (M۱ ×M۲)× (M۱ ×M۲)|m۲ = m′

۲

}
.

حالی در این .M۲ = ۰ یا M۱ = ۰ که می دهد رخ زمانی این و KImλ۱ = ker p۲ که است دقیق صورتی در (۲) دنباله
دنباله های و مدول ها از دقیق دنباله های بین که کرد دقت بایستی بنابراین است. دقیق مدول ها، در دنباله ای چنین که است

دارد. وجود تفاوت هایی S−سیستم ها، از دقیق

می دهیم. ارائه ریس کوتاه دقیق دنباله یک بودن تجزیه برای را شرایطی قسمت، این در

کنید فرض .۴ .۲ قضیه
۰ −→ LS

f−→ MS
g−→ NS −→ ۰ (۱)

برقرارند: زیر عبارت های صورت این در باشد. S−سیستم ها از ریس کوتاه دقیق دنباله یک
باشد مورد این اگر دیگر سوی از باشد. M از مستقیم جمعوند یک f(L) اگر فقط و اگر است راست تجزیه (۱) دنباله (i)

است. چپ و راست تجزیه (۱) آنگاه
Im(φf) = L×۰ که طوری به باشد موجود φ : M −→ L×N همریختی اگر فقط و اگر است چپ تجزیه (۱) دنباله (ii)

باشد. S−یکریختی ،φf : L −→ L× ۰ و

یک (۱) دنباله اینکه به توجه با .g(m) = ۰ اگر تنها و اگر m ∈ f(L) ،m ∈ M هر برای می دهیم نشان ابتدا اثبات.
که طوری به است موجود l ∈ L صورت این در .m ∈ f(L) کنید فرض ابتدا .gf = ۰ لذا است ریس کوتاه دقیق دنباله

بنابراین: .m = f(l)
g(m) = g(f(l)) = gf(l) = ۰.

لذا و g(m) = ۰ = g(۰) صورت این در .g(m) = ۰ کنید فرض حال

(m, ۰) ∈ ker g = KImf =
(
f(L)× f(L)

)
∪ ۱M .

۴



ریس دنباله

لذا و (m, ۰) ∈ f(L)× f(L) صورت این غیر در می شود. ثابت حکم و m = ۰ ∈ f(L) آنگاه (m, ۰) ∈ ۱M اگر
می آید. دست به حکم نیز حالت این در که m ∈ f(L)

به دارد وجود g′ : N −→ M S−همریختی تعریف، بنابه صورت این در باشد. راست تجزیه (۱) دنباله کنید فرض (i)
این برای است. M از مستقیم جمعوند یک f(L) لذا و M = f(L)⊕ g′g(M) می کنیم ثابت .gg′ = ۱N که طوری
g′(n) = g′g(m) صورت این در .g(m) = n دهید قرار .m /∈ f(L) که باشد گونه ای به m ∈ M کنید فرض منظور
در و g′(n) = m داریم m /∈ f(L) چون .(g′(n),m) ∈ ker g = KImf لذا و gg′(n) = g(m) می دهد نتیجه

می دهد نشان این .m = g′g(m) ∈ g′g(M) نتیجه

M = f(L) ∪ g′g(M).

کنید فرض l ∈ L و m ∈ M ازای به منظور، این برای است. ۰−مستقیم اجتماع یک اجتماع، این می دهیم نشان حال
نتیجه این .f(l) = g′(g(m)) = g′(۰) = ۰ لذا و g(m) = gg′g(m) = gf(l) = ۰ بنابراین .f(l) = g′g(m)
اینک .M = f(L)⊕T ،M از T زیرسیستم ازای به کنید فرض عکس قسمت برای .M = f(L)⊕g′g(M) می دهد
وجود m ∈ M عضو ،n ∈ N هر برای است، بروریختی g چون است. S−یکریختی یک g|T : T −→ N می دهیم نشان
لذا و m = f(l) lای، ∈ L ازای به صورت این غیر در زیرا m /∈ f(L) آنگاه n 6= ۰ اگر .g(m) = n که طوری به دارد
،M = f(L)⊕ T و m /∈ f(L) اینکه به توجه با حال است. تناقض که n = g(m) = g(f(l))) = gf(l) = ۰
صورت این در .g(t۱) = g(t۲) کنید فرض ،t۱, t۲ ∈ T ازای به حال است. S−بروریختی ،g|T بنابراین .m ∈ T لذا
یا t۱ = t۲ می شود نتیجه T ∩ f(l) = ۰ و KImf = (f(L)× f(L))× ۱M چون .(t۱, t۲) ∈ ker g = KImf

کنید: فرض حال است. یکریختی g|T پس می آید. دست به g|T یک به یکی حالت دو هر در که t۱ = t۲ = ۰

g′ = i(g|T )−۱ : N
(g|T )−۱

−→ T
i
↪→ M.

،n ∈ N هر ازای به همچنین است. S−همریختی یک g′ صورت این در

gg′(n) = g
(
i(g|T )−۱)(n) = g(g|T )−۱(n) = n.

،M از T زیرسیستم ازای به اینکه به توجه با همچنین است. راست تجزیه (۱) دنباله می دهد نتیجه که gg′ = ۱N بنابراین
می دهیم: قرار است. M از مستقیم جمعوند یک f(L) لذا ،M = f(L)⊕ T

f ′ = f−۱ρ۱ : M = f(L)⊕ T
ρ۱−→ f(L)

f−۱
−→ L.

،l ∈ L هر ازای به همچنین است. همریختی یک لذا است، همریختی دو ترکیب f ′ چون

f ′f(l) = f−۱ρ۱(f(l)) = f−۱ρ۱
(
(۱, f(l)

)
= f−۱f(l) = l.

است. چپ تجزیه (۱) دنباله می دهد نتیجه که f ′f = ۱L بنابراین
فرض .f ′f = ۱L که طوری به دارد وجود f ′ : M −→ L S−همریختی لذا باشد. چپ تجزیه (۱) دنباله کنید فرض (ii)

کنید
φ = M −→ L×N, m 7−→

(
f ′(m), g(m)

)
.

طرفی: از است. S−همریختی نیز φ هستند، S−همریختی ،g و f ′ اینکه به توجه با

Im(φf) =
{
φf(l)|l ∈ L

}
=

{
φ(f(l))|l ∈ L

}
=

{(
f ′f(l), gf(l)

)
|l ∈ L

}
=

{
(l, ۰)|l ∈ L

}
= L× ۰.

لذا و φ(f(l۱)) = φ(f(l۲)) صورت این در .φf(l۱) = φf(l۲) کنید فرض l۱, l۲ ∈ L ازای به )حال
f ′f(l۱), gf(l۱)

)
=

(
f ′f(l۲), gf(l۲)

)
۵
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یکریختی φf : L −→ L × ۰ پس است. یک به یک φf لذا و l۱ = l۲ بنابراین .(l۱, ۰) = (l۲, ۰) می دهد نتیجه که
و Im(φf) = L × ۰ که طوری به باشد موجود φ : M −→ L × N S−همریختی کنید فرض بالعکس است.

کنید فرض باشد. یکریختی φf : L −→ L× ۰

f ′ = (φf)−۱p۱φ : M
ϕ−→ L×N

p۱−→ L× ۰ (ϕf)−۱

−→ L,

آن در که
p۱ : L×N −→ L× ۰, (l, n) 7−→ (l, ۰).
صورت این در .l ∈ L کنید فرض است. همریختی سه ترکیب زیرا است همریختی f ′

f ′f(l) = f ′(f(l)) = (φf)−۱p۱φ(f(l)) = (φf)−۱p۱φf(l)

=
(
φf)−۱p۱((l, ۰)

)
=

(
φf)−۱((l, ۰)

)
= l,

□ است. چپ تجزیه (۱) دنباله می دهد نتیجه که f ′f = ۱L لذا و

می آید. دست به زیر نتیجه ۴ .۲ قضیه بنابر

ریس کوتاه دقیق دنباله .۵ .۲ نتیجه

۰ −→ L
f−→ M

g−→ N −→ ۰
باشد. M از زیرسیستم یک (M \ f(L)) ∪ {۰} اگر تنها و اگر است راست تجزیه

ببینید. را زیر مثال نیست. راست تجزیه لزوماً چپ، تجزیه ریس کوتاه دقیق دنباله یک که کنید توجه

و باشد ۶ پیمانه به صحیح اعداد حلقه Z/(۶) کنید فرض .۶ .۲ مثال

R =

{(
a ۰
b c

) ∣∣a, b, c ∈ Z/(۶)
}

.e =

(
۱ ۰
۰ ۰

)
دهید قرار و باشد R ضربی نیم گروه (S, ·) کنید فرض باشد. Z/(۶) روی ۲ × ۲ ماتریس های زیرحلقه

صورت این در

eS =

{(
a ۰
۰ ۰

) ∣∣a ∈ Z/(۶)
}

داریم:
(
a ۰
b c

)
∈ S و

(
x ۰
۰ ۰

)
∈ eS ازای به زیرا است SS از زیرسیستم )یک

x ۰
۰ ۰

)(
a ۰
b c

)
=

(
xa ۰
۰ ۰

)
∈ eS.

کنید فرض

T = (S \ eS) ∪ {۰} =

{(
a ۰
b c

)
∈ S

∣∣b 6= ۰ یا c 6= ۰
}
.

آنگاه ،s =
(

۲ ۰
۰ ۰

)
∈ S و t =

(
۱ ۰
۳ ۲

)
∈ T اگر زیرا نیست SS زیرسیستم T صورت این در

۰ 6= ts =

(
۱ ۰
۳ ۲

)(
۲ ۰
۰ ۰

)
=

(
۲ ۰
۰ ۰

)
/∈ T.

ریس کوتاه دقیق دنباله ۵ .۲ نتیجه بنابر لذا

۰ −→ eS
i
↪→ SS

π−→ S/eS −→ ۰
دهید قرار نیست. راست تجزیه

i′ : SS −→ eS, s 7−→ es.

۶



ریس دنباله

،s, t ∈ S ازای به زیرا است S−همریختی ،i′

i′(st) = e(st) = (es)t = i′(s)t.

،es ∈ eS هر ازای به همچنین
i′i(es) = i′(es) = e(es) = es,

است. چپ تجزیه (۱) دنباله می دهد نتیجه که i′i = ۱eS لذا و

نتیجه گیری .۳
در دقیق دنباله های تجزیه با S−سیستم ها نظریه در دقیق دنباله های بودن چپ و راست تجزیه شد مشاهده که همانگونه
بررسی با ولی شد، متصور می توان سیستم ها برای را نتیجه گیری چنین می رسد نظر به اول نگاه در است. متفاوت مدول ها

نمی باشد. صحیح کلی حالت در امری چنین که شد دیده دقیق

قدردانی و تشکر

و دست اندرکاران تمامی از را خود قدردانی و سپاس گزاری مراتب روزافزون موفقیت و سلامتی آرزوی با اینجانب
نیز آتی سال های در است امید می دارد. اعلام وصنعت، جامعه در مهندسی علوم نرم محاسبات همایش دومین برگزارکنندگان

باشیم. سازنده و مفید همایش این برگزاری ادامه شاهد
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