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اینرو، از شوند، می سازی مدل کسری اشتورم-لیوویل مسائل توسط فیزیکی مهم هاي پدیده از زیادي تعداد امروزه، چکیده.
مسائل از ای رده ویژه مقادیر مقاله این در است. محققان از بسیاری توجه مورد مسائل گونه این ویژه مقادیر و توابع بررسی
متناظر ویژه توابع محاسبه به سپس زد. خواهیم تقریب آدومیان تجزیه روش از استفاده با را پذیر تطبیق کسری اشتورم-لیوویل

دهند. می نشان را شده ارائه روش بودن موثر و کارآمدی عددي مثالهای پردازیم. می آن ویژه مقادیر با
آدومیان. تجزیه روش ویژه، توابع و مقادیر پذیر، تطبیق کسری اشتورم-لیوویل مسائل کلیدی: واژه های

.34B24 ,34L10 ,26A33 :[٢٠١٠] موضوعی طبقه بندی

مقدمه .١
کند. می برآورده را معمولی مشتقات خواص اکثر که است شده ارائه موضعی کسری مشتق از جدید تعریف [۴] در اخیراً،
مدلهای از حاصل دیفرانسیل معادلات حل برای قدرتمند تکنیک یک و است معروف پذیر١ تطبیق کسری مشتق به تعریف این
سری یک دارای پذیر تطبیق کسری مشتق البته .[۵] شود می ارائه آن کمک به کسری موج و انتشار معادله مانند فیزیکی
کنیم می تعریف را زیر کسری عملگر مقاله، این در است. یافته بهبود [٢] در آنها از بسیاری خوشبختانه که هست هم معایب

Lα,β := Dα
a

[
p(x)βDb

]
+ q(x),(١)

فرم به ویژه مقدار مسئله حال،

(٢) Lα,βy(x)− λwα(x)y(x) = ٠, x ∈ [a, b],

و بوده ٠ < α, β ≤ ١ مرتبه از راست چپ، پذیر تطبیق کسری مشتق ترتیب، به βDb و Dα
a که گیریم، می نظر در را

بازه در q و p ،wα توابع همچنین باشد. می پتانسیل تابع q(x) و نامنفی وزن تابع wα(x) و ∀x ∈ [a, b], p(x) ̸= ٠
از: عبارتند مرزی شرایط و اند، پیوسته مقدار حقیقی [a, b]

c١y(a) + c٢
βDby(a) = ٠, d١y(b) + d٢

βDby(b) = (٣),٠

.d٢
١ + d٢

٢ ̸= ٠ و c٢
١ + c٢

٢ ̸= ٠ با
داریم: زیر قضایای و تعاریف اینصورت در ،m ∈ N ،α ∈ (m− ١,m] کنید فرض

دهنده *ارائه
١Conformable fractional derivative

١
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از است عبارت α مرتبه از ،s ∈ R از شده شروع f : [s,∞) → R تابع چپ پذیر تطبیق کسری مشتق .١٬١ تعریف

Tα
s f(t) = lim

ϵ→٠

f (m−١) (t+ ϵ(t− s)m−α)− f (m−١)(t)

ϵ
, Tα

s f(s) = lim
t→s+

Tα
s f(t), t > s,

همچنین، باشد. پذیر مشتق t > s در f(t) تابع -بار (m− ١) و حد وجود شرط به Tα
s f(s) = limt→s+ Tα

s f(t) و
از است عبارت α مرتبه از ،s ∈ R به شده ختم f : (−∞, s] → R تابع پذیرراست تطبیق کسری مشتق

αTsf(t) = (−١)m lim
ϵ→٠

f (m−١) (t+ ϵ(s− t)m−α)− f (m−١)(t)

ϵ
, t < s,

باشد. پذیر مشتق t < s در f(t) تابع -بار (m− ١) و حد وجود شرط به αTsf(s) = limt→s−
αTsf(t) و

از است عبارت α مرتبه از ،s ∈ R از شده شروع f : [s,∞) → R تابع چپ پذیر تطبیق کسری انتگرال .١٬٢ تعریف

Iαs f(t) =
١

(m− ١)!

∫ t

s
(t− x)m−١f(x)dα(x, s), dα(x, s) = (x− s)α−mdx, t > s.

از است عبارت α مرتبه از ،s ∈ R به شده ختم f : (−∞, s] → R تابع راست پذیر تطبیق کسری انتگرال

αIsf(t) =
١

(m− ١)!

∫ s

t
(x− t)m−١f(x) αd(s, x), αd(s, x) = (s− x)α−mdx, t < s.

آنگاه باشد، پذیر دیفرانسیل -بار (m− ١) ،f : [s,∞) → R تابع کنید فرض .١٬٣ قضیه

Iαs T
α
s f(t) = f(t)−

m−١∑
k=٠

f (k)(s)

k!
(t− s)k, Tα

s I
α
s f(t) = f(t), ∀t, t > s.

آنگاه باشد، پذیر دیفرانسیل -بار (m− ١) ،f : (−∞, s] → R تابع کنید فرض .١٬۴ قضیه

αIs
αTsf(t) = f(t)−

m−١∑
k=٠

(−١)k
f (k)(s)

k!
(s− t)k, αTs

αIsf(t) = f(t), ∀t, t < s.

که آدومیان تجزیه روش نام به کارآمد عددی تکنیک یک اساس بر (٢) معادلات دسته حل برای استفاده مورد حل روش
اجرای مقاله، ادامه در .[٣ ،١] است شده استفاده دیفرانسیل معادله نوع چندین حل منظور به نویسندگان از بسیاری توسط
کسری مشتقات مورد در قبلا که باشد می پذیر تطبیق کسری حساب از استفاده با (٢) مسئله روی آدومیان تجزیه روش

شد. خواهد ارائه آخر بخش در عددی نتایج است. گرفته قرار بحث مورد کاپوتو و ریمان-لیوویل

آدومیان تجزیه روش تحلیل و تجزیه .٢
ویژه مقدار مسئله دهیم، می ارائه را مرزی مقدار دو با Lα,β عملگر حل برای الگوریتم از مختصری بحث بخش، این در

کنیم می بازنویسی زیر صورت به را (٢) توسط شده ارائه

(۴) Φy(x) = Λ,

شامل خطی عملگر یک Λ = Λ(λ, x, y, βDb) و است معکوس عملگر یک عنوان به Φ = Φ(x,Dα
a ,

βDb) آن در که
را Φ عملگر معکوس گردد. می انتخاب Φ(x,Dα

a ,
βDb) = Dα

a p
βDb فرم به Φ عملگر وضوح، به است. عبارات سایر

شکل به

Φ−١ =

∫ b

x

١
p(t)

Iαa (·) βd(b, t)

داریم (۴) معادله چپ سمت در Φ−١ اعمال و ١٬۴ ،١٬٣ قضیه گیری بکار با کرده، معرفی

(Φ−١Φ)(y(x)) = y(x)− y(b)− p(a)βDby(a)

∫ b

x

١
p(t)

βd(b, t)

٢
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شد خواهد نتیجه (۴) معادله از بنابراین، باشند. معلوم باید βDby(a) و y(b) اولیه شرایط آن در که ،

y(x) = y(b) + p(a)βDby(a)

∫ b

x

١
p(t)

βd(b, t) +

∫ b

x

١
p(t)

Iαa Λ
(
λ, t, y(t), βDby(t)

)
βd(b, t).(۵)

y(x) =
∑∞

n=٠ yn(x) شکل به نامتناهی سری یک با توان می را y(x) جواب که کنیم می فرض آدومیان، تجزیه روش در
ایها چندجمله از نامتناهی سری یک با را Λ عبارت و داد، نمایش

Λ =

∞∑
n=٠

An,(۶)

و اند آدومیان ایهای جمله چند An درآن که دهیم، می نشان

An =
١
n!

dn

dµn

[
Λ

( ∞∑
i=٠

µiyi

)]
µ=٠

,

داریم (۶) و (۵) از
∞∑
n=٠

yn(x) = y(b) + p(a)βDby(a)

∫ b

x

١
p(t)

βd(b, t) +

∞∑
n=٠

Φ−١An(x).(٧)

کنیم معرفی (٧) معادله از را زیر بازگشتی روابط پس، است. شده استفاده بالا در Φ−١ عملگر بودن خطی ویژگی

y٠(x) = y(b) + p(a)βDby(a)

∫ b

x

١
p(t)

βd(b, t), yn+١(x) = Φ−١An(x), n ⩾ (٨),٠

جواب دقت و شود می نتیجه مستقیماً (y(x) (سری جواب، سری .An(x) =
(
λwα(x) − q(x)

)
yn(x) آن در که

دارد. بستگی شده محاسبه جملات تعداد به قطعاً

عددی نتایج .٣

کنیم. می حل شد، داده توضیح بالا در که روشی از استفاده با را پذیر تطبیق کسری ویژه مقدار مسئله چند بخش، این در

مرزی شرایط با D١/٢
٠ y′(x) − λy(x) = ٠, x ∈ (٠, ١) منظم پذیر تطبیق کسری ویژه مقدار مسئله .٣٬١ مثال

با نوشت. Φy(x) = −λy(x) فرم به عملگر با توان می را معادله بگیرید، نظر در را y′(٠) = y(١) + y′(١) = ٠
داشت: خواهیم x = ٠ در اولیه شرایط از استفاده و Φ−١ اعمال

y(x) = y(١)− p(٠)y′(٠)
∫ ١

x
dt− λ

∫ ١

x
I١/٢

٠ y(t)dt, α = ١/٢, β = ١,

نتیجه در

y(x) = A− λ

∫ ١

x

∫ t

٠
y(s)s−١/٢dsdt, A = y(١).

از: عبارتند دنباله جملات شده گفته فرآیند طبق

y٠(x) = A,

y١(x) =
۴Aλ

٣
(
x٣/٢ − ١

)
,

y٢(x) =
٢Aλ٢

٩
(
x٣ − ٨x٣/٢ + ٧

)
,

٣
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y٣(x) =
۴Aλ٣

۶٣

(٢x٣/٢

٩
(
x٣ − ٢١x٣/٢ + ١۴٧

)
− ٢۵۴

٩

)
,

y۴(x) =
۴Aλ۴

٨۵٠۵

(
٧٣۵x٣ − ۵٠٨٠x٣/٢ + x۶ − ۴٠x٩/٢ + ۴٣٨۴

)
,

...

می بدست y(x) ∼= y(x) =
∑۴٠

n=٠ ỹn(x) توسط سری صورت به را y(x) تقریب این کنیم. می محاسبه y۴٠(x) تا و
هست. منطبق ∆(λ) = y(١) + y′(١) = ٠ مشخصه تابع های ریشه با ویژه مقدار دهد.

مقادیر با متناظر ویژه توابع است. شده ارائه ١ جدول در ویژه مقدارهای تقریب ، y(x) سری جملات تعداد به توجه با

مسئله. ویژه های مقدار تقریبهای .١ جدول

λ٢ λ١ n
-٠.٣٢٧٨۵۴۵۵٨١٩۶ ٠.٩٢٢٨٠۴٨۴٠٣٣٣ ١۶
-٠.٣٢٧٨۵۴۵٢۶۶٠١ ٠.٩١١٩١۶٧٨۶٨۶٩ ٢٠
-٠.٣٢٧٨۵۴۵٢۵٩۵٠ ٠.٩٠١٩٣٧۶٢۵٢۵۵ ٢۶
-٠.٣٢٧٨۵۴۵٢۵٩۴٨ ٠.٨٩٧۵٢۴١۴١٨٧۵ ٣٠
-٠.٣٢٧٨۵۴۵٢۵٩۴٨ ٠.٨٩٠٣٨٠٣٩٣٠۵٩ ۴٠

است. شده داده نشان ١ شکل در بالا ویژه

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

Y
1

Y
2

ویژه. مقادیر با متناظر ویژه توابع منحنی .١ شکل

شرایط با D١/٢
٠ y′(x) −

(١
x
+ λ

)
y(x) = ٠, x ∈ (٠, ١) منفرد پذیر تطبیق کسری ویژه مقدار مسئله .٣٬٢ مثال

مرزی
y′(٠) = y(١) = y′(١)

Φ−١ اعمال با نوشت. Φy(x) = −
(١
x
+ λ

)
y(x) فرم به عملگر با توان می را معادله بگیرید، نظر در را

y(x) = y(١)− p(٠)y′(٠)
∫ ١

x
dt− λ

∫ ١

x
I١/٢

٠

((١
t
+ λ

)
y(t)

)
dt, α = ١/٢, β = ١,

۴
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داشت: خواهیم y(١)− y′(٠) = ٠ و اولیه شرایط از استفاده و

y(x) = Bx− λ

∫ ١

x

∫ t

٠

(١
s
+ λ

)
y(s)s−١/٢dsdt, B = y′(٠).

از: عبارتند دنباله جملات شده گفته فرآیند طبق
y٠(x) = Bx,

y١(x) =
۴B
١۵

(
λ
(
x۵/٢ − ١

)
+ ۵
(
x٣/٢ − ١

))
,

y٢(x) =
B

۴۵

(
x۴λ٢ − ١٢λ+ ١٢x٣λ+ ١۶λ(λ+ ۵) + ٣٠x٢ − λ٢ − ١۶x٣/٢λ(λ+ ۵)− ٣٠

)
,

y٣(x) =
۴Bλ

٣١١٨۵

(
۴x١)٣/٢۵٧٠٨λ+ ٧x۴λ٢ − ۴۶٢x٣/٢λ٢ − ١٣٨۶x١/٢λ+ ١٣٢x٣λ− ٢٣١٠x٣/٢λ

+ ۵٩۴x٢ − ۶٩٣٠x١/٢ + ٣۴۶۵λ٢ − ۶٩٣٠
)
− ٣٠١٠λ٢ − ١٢١۴۴λ+ ١٣٢۶۶

)
,

...

می بدست y(x) ∼= y(x) =
∑٢۶

n=٠ ỹn(x) توسط سری صورت به را y(x) تقریب این کنیم. می محاسبه y٢۶(x) تا و
هست. منطبق ∆(λ) = y′(١)− y′(٠) = ٠ مشخصه تابع های ریشه با ویژه مقدار دهد.

مقادیر با متناظر ویژه توابع است. شده ارائه ٢ جدول در ویژه مقدارهای تقریب ، y(x) سری جملات تعداد به توجه با

مسئله. ویژه های مقدار تقریبهای .٢ جدول

λ۴ λ٣ λ٢ λ١ n
٢.١۴۵٠۵٣٢۵٧٣١۵ ١.۵١٩١١٠۴٣۴٠٨٣ ١.٣٣٧٢٧٨٣۵١۵۴٨ -۴.٩٢٨۵٠۴١۶۴۵۶۴ ١٠
٢.٢٢٩١۵٩٠۵٨٩۵٨ ١.٩۵١٩٧٩٨۶١٩۶٢ ١.٣١٢۴۶٠۶٩٢۵٢۵ -۴.٩٢٨۵٠۴۴١٩۵٠٨ ١۵
٢.٢٧١١۴٩٨۶٣٠٨٩ ١.٨۶١٨١٧٧٧٠٢٢٢ ١.۵۶٣٩۵۶۵٢٩٩۶٢ -۴.٩٢٨۵٠۴۴١٩۵٣۶ ٢١
٢.٢٨٧٩٨٧٠٣٩٨١٣ ١.٧٧۶٠٠۵٩۶٣۴٠٩ ١.۵٢۴٢٣٢۴۴٣٨١۴ -۴.٩٢٨۵٠۴۴١٩۵٣۶ ٢۶

است. شده داده نشان ٢ شکل در بالا ویژه
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ویژه. مقادیر با متناظر ویژه توابع منحنی .٢ شکل

۵
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است متفاوت کمی قضیه عمل در اما است، شده تضمین عددي هاي روش همگرایی تئوري نظر از که چند هر .٣٬٣ ملاحظه
حساس مسئله یک با اینجا در ما که دهد می نشان ویژه مقادیر تقریب براي مشخصه ای جمله چند ضرایب شدن بزرگ زیرا
جبر پیچیده قضاي با شدن درگیر بجاي که دادیم ترجیح ما بدوضعی کنترل براي دارد. بدوضعی به میل که داریم کار و سر
مقادیر از زیادتري تعداد توانستیم محاسبات دقت افزایش با ما دهیم. افزایش را محاسبات در موثر هاي رقم تعداد خطی،
مشتق مقادیر از برخی ازاي به که بود این آمد بدست تجربی بصورت که دیگري نتیجه کنیم. ترمحاسبه مطلوب دقت با را ویژه

نیست. اي ویژه مقدار هیچ داراي اشتورم-لیوویل مسئله مرزی، شرایط و کسري

نتیجه گیری .۴
عددی نتایج بررسی با کرده ایم. پیشنهاد را پذیر تطبیق کسری -لیوویل اشتورم مسائل از ای رده عددی حل مقاله، این در

آورد. بدست را خوبی نتایج و بوده کارآمد و ساده بسیار ویژه توابع و مقادیر محاسبه برای آدومیان تجزیه روش
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